




















In this paper, I proposed a discrete limit analysis of plate elements on elastic foundation by using 
Hybrid type Penalty Method (HPM). Since HPM has element stiffness, the accuracy of elastic solutions 
in discretized limit analysis is equivalent to that of FEM. In modeling the elements on the elastic 
foundation, I used Winkler-type springs. In addition, the springs are centralized by integrating the 
distributed springs. First, the outline of the formulation of the proposed elements is described. Next, the 
accuracy of the elastic solution is examined by comparing the theoretical solutions using simple 
numerical examples. Finally, the validity of the proposed method is examined by determining the 
evolution of the hinge line by material nonlinear analysis and comparing it with the existing method. 

















(FEM : Finite Element Method) [4][5]によりモデル化する
ことは難しい． 
一方，竹内らは不連続性体の離散化解析を目的として，















析解や剛体バネモデル  ( RBSM : Rigid Bodes-Spring 
Model )[12] による解と比較する． 
 
２． HPM の平板要素の定式化          
図 1 に示すように,   を ndim 次元ユークリッド空間
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ここで， ， ， は，それぞれ，変位，ひずみ，Cauchy







いま，図 2 に示すように，領域 は閉境界 で
囲まれた M 個の部分領域  から構成されている
ものとする．すなわち， 





















この式の第 1 項を離散化すると以下のようになる． 
   (8) 
 
一方，第 2 項，3 項は次のようになる． 
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このとき，相対変位は以下のように求められる． 
  (11) 
  (12) 
  (13) 
 
(3) 付帯条件の離散化 
  局所座標系の付帯条件は以下のように示すとおりである． 
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(4) 離散化方程式 
 いま，  を，全部分領域  における自由度  
と着目部分領域  における自由度  を関係付ける
行列とする．このとき，仮想仕事式は，以下のように離散
化される． 






一方，部分領域境界面  に関する自由度  な
らびに，仮想変位は，全部分領域における自由度と着目
部分領域境界面に関係する自由度を関係付ける行列 
とすれば，s 番目の境界  に関する付帯条件式
は以下のように書くことができる． 
 






























   
モデル化
   
平板 平板
 





  (23) 
 
このとき，Winkler 型のばねに蓄えられるエネルギーは，  
  (24) 
と表される．いま， 
































図 4 解析モデル 
表 1 要素分割の影響解析のための基本材料定数 
弾性係数  ：  330 
ポアソン比 ：  0 





数で，40 分割の場合，格子間隔は縦横 5cm である．一方，
縦軸は理論解を 1 とした時の解析解と理論解の比の値で
ある． w が本モデルによる解，wexactが理論解である．分













分割数を 10 とする． 
 
 







































図 8 周辺単純支持モデル 
 
図 9 周辺単純支持におけるたわみ分布 
 
b) 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定 




図 10 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定モデル 
 
 
図 11 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定のたわみ分布 
 
c) 3 辺単純支持，残り 1 辺固定 




図 12 3 辺単純支持，残り 1 辺固定モデル 
 











  (29) 
 

















ている表面力を M，増分表面力を  とするとき，次
式を満たすような  が存在する． 
 






  (32) 
これを解けば，負号を考慮し以下の関係が得られる． 
 
























 破壊解析に用いる平板モデルは 3 章で使用したものと同
じモデルである．図 14 は周辺単純支持の正方形板の解析モ
デルである．図中の点線はヒンジ支持を表している．図 15
は相対 2 辺が単純支持，他 2 辺が固定支持のケースを示し
ている．最後の図 16 は 3 辺単純支持で残り 1 辺が固定支持
の解析モデルである． 
 また，解析に対して使用した材料定数を表 2 に示す．な
お，本解析ではポアソン比は無視している．また，地盤反
力係数は 10 kN/m3 に固定し，板曲げ問題の場合は，この値




図 14 周辺単純支持 
 
 
図 15 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定 
 
 
図 16 3 辺単純支持，残り 1 辺固定 
 
表 2 基本材料定数 
弾性係数  ：  330 
ポアソン比 ：  0 
地盤反力係数：  10 
 
a) 周辺単純支持の場合 
図 17 は，荷重値が 1 kN/m2の時の，RBSM，HPM 上の地
盤ありの平板，HPM 上の地盤なしの平板の塑性ヒンジ線の







図 17 周辺単純支持の破壊状況の比較(等分布荷重) 
 
b) 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定の場合 






図 18 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定の破壊状況の比較
（等分布荷重） 
 
c) 3 辺単純支持，残り 1 辺固定の場合 












ルは，3 章で使用したものと同じモデルである．図 20 は
周辺単純支持の正方形板の解析モデルである．図中の点
線はヒンジ支持を表している．図 21 は相対 2 辺が単純支
持，他 2 辺が固定支持のケースを示している．最後の図




力係数は 10 kN/m3 に固定し，板曲げ問題の場合は，この値
を 0 として解析する．ペナルティ関数は を用いる．荷重
条件としては，解析モデルの中心 20 cm の正方領域に対し
ての部分分布荷重 30 kN/m2を載荷する．  
 
 
図 20 部分荷重を受ける周辺単純支持の正方形板 
 
 
図 21 部分荷重を受ける相対 2 辺単純支持， 
他 2 辺固定支持 
 
 
図 22 部分荷重を受ける 3 辺単純支持，1 辺固定支持 
 
表 3 基本材料定数 
弾性係数  ：  330 
ポアソン比 ：  0 
地盤反力係数：  10 
 
a) 周辺単純支持の場合 
図 23 は荷重値が 30 kN/m2の時の，RBSM，HPM の地盤
ありの平板，HPM 上の地盤なしの平板の塑性ヒンジ線の状






図 23 周辺単純支持の破壊状況の比較(部分分布荷重) 
 
b) 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定の場合 






図 24 相対 2 辺単純支持，他 2 辺固定の破壊状況の比較
（部分分布荷重） 
 
c) 3 辺単純支持，残り 1 辺固定の場合 
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